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Mở đầu 
Một số bài toán trong cơ học các môi trường liên tục nghiên cứu về các 

tấm đàn hồi qua mô hình hóa đều đưa về các bài toán biên cho phương trình 

song điều hòa là phương trình cấp bốn dạng đặc biệt với các hệ điều kiện biên 

khác nhau. Trong trường hợp khi điều kiện biên là bình thường (đủ cả điều 

kiện biên với hàm và đạo hàm cấp hai) đồng thời miền đang xét là miền chữ 

nhật, sử dụng phương pháp phân rã phương trình cấp bốn về 2 phương trình 

cấp hai, người ta có thể xác định nghiệm của bài toán thông qua các phương 

pháp sai phân truyền thống. Trong trường hợp khi thiếu điều kiện biên với 

đạo hàm cấp hai, kết hợp với phương pháp toán tử biên miền, chúng ta cũng 

có thể xây dựng các phương pháp lặp để xác định nghiệm gần đúng của bài 

toán. Tuy nhiên trong trường hợp khi miền đang xét của bài toán là miền tròn 

và hệ điều kiện biên là thiếu đối với biểu thức đạo hàm cấp 2 thì các phương 

pháp trên là không thực hiện được. 

Trong tài liệu [8], các tác giả Ming Chih Lai, Hsi Chi Liu đã đưa ra một 

phương pháp sai phân bài toán song điều hòa trên miền tròn bằng cách sử 

dụng hệ tọa độ cực ( , )r   để chuyển bài toán song điều hòa về 2 bài toán cấp 

hai, từ đó xây dựng thuật toán lưới tìm nghiệm xấp xỉ của bài toán gốc.  

Xuất phát từ thực tế đó, mục tiêu nghiên cứu chính của luận văn là tìm 

hiểu về mô hình toán học của bài toán song điều hòa, các phương pháp phân 

rã và đặc biệt là nghiên cứu các phương pháp sai phân bài toán trên miền tròn 

sử dụng hệ trục tọa độ cực, xây dựng các thuật toán giải hệ các phương trình 

sai phân thông qua các thuật toán giải các hệ phương trình đại số tuyến tính, 

xây dựng các chương trình thực nghiệm trên môi trường Matlab. Kiểm tra 

tính chính xác của các thuật toán qua các ví dụ thực tế. 
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Trong thời gian nghiên cứu và thực hiện luận văn tác giả đã nhận được 

nhiều sự quan tâm, giúp đỡ và góp ý của nhiều tập thể, cá nhân. 

Trước hết tác giả xin được bầy tỏ lòng biết ơn sâu sắc đến tiến sĩ Vũ 

Vinh Quang – Thầy trực tiếp hướng dẫn khoa học đã tận tâm chỉ bảo, giúp đỡ 

tác giả trong quá trình nghiên cứu để hoàn thành luận văn này. 

Với tình cảm chân thành và sâu sắc tác giả xin bầy tỏ lòng biết ơn tới 

Ban Giám hiệu Trường Đại học Khoa học – Đại học Thái Nguyên, phòng Đào 

tạo sau đại học, khoa Toán – Tin trường Đại học Khoa học – Đại học Thái 

Nguyên đã giúp đỡ và tạo điều kiện cho tác giả trong suốt quá trình học tập và 

thực hiện luận văn. 

Xin chân thành cảm ơn quý thầy cô đã tận tình giảng dạy, chỉ dẫn cho 

tôi những tri thức, kinh nghiệm, bài học quý báu. 

Xin chân thành cảm ơn các anh chị, bạn bè trong khóa 8 chuyên ngành 

Toán ứng dụng đã chia sẻ tinh thần tình cảm cho tôi trong suốt khóa học. 

Mặc dù hết sức cố gắng trong quá trình học tập, nghiên cứu và đọc tài 

liệu để hoàn thành nhưng luận văn vẫn khó tránh khỏi những thiếu sót, tác giả 

rất mong nhận được ý kiến chỉ dẫn của quý thầy, cô, của hội đồng chấm luận 

văn và ý kiến đóng góp chân thành của các đồng nghiệp để luận văn được 

hoàn thiện với hiệu quả cao. 

    Thái Nguyên, ngày 30 tháng 5 năm 2016 
TÁC GIẢ LUẬN VĂN 

 

 

         Nguyễn Quang Hải 
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Chương 1 

Một số kiến thức cơ bản 

Nội dung chính của chương 1 trình bày các kiến thức cơ bản về phương 

pháp sai phân, các kết quả xây dựng các chương trình giải số các bài toán biên 

trong miền hình chữ nhật qua phương pháp sai phân, phương trình song điều 

hòa và phép biến đổi tọa độ cực áp dụng đối với phương trình song điều hòa, 

thuật toán truy đuổi 3 đường chéo. Đây là các kiến thức cơ bản, làm nền tảng 

để nghiên cứu các kết quả được trình bày trong chương 2 của luận văn. Các 

kiến thức trình bày được tham khảo trong các tài liệu [1, 2, 3, 8, 9]. 

1.1 Lý thuyết về sai phân 

Phương pháp lưới hay còn gọi là phương pháp sai phân được áp dụng 

rộng rãi trên nhiều lĩnh vực khoa học, kỹ thuật. Nội dung chính của nó là đưa 

bài toán vi phân đang xét về giải hệ phương trình sai phân (tức là hệ thức 

hoặc các hệ thức liên hệ các giá trị của hàm số tại các thời điểm khác nhau) 

bằng các phương pháp đại số. 

1.2 Công thức Taylor 

 A/ Trường hợp hàm 1 biến số  

Giả sử  u x  là một hàm số xác định và có đạo hàm đến cấp 1m  trong 

một khoảng   ,  chứa x  và x h , trong đó h  là một đại lượng đủ nhỏ có 

thể dương hay âm. Khi đó trong giải tích toán học, chúng ta có công thức khai 
triển Taylor như sau. 

  
         

       
 

   

2

1

1

' '' ...
2!

! 1 !

m m

m m

h
u x h u x hu x u x

h h
u x u c

m m





    

 


  (1.1) 
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Trong đó c  là một điểm nào đó ở trong khoảng từ x  đến x h ; để 

diễn tả điều đó ta có thể viết xxc  .  với 10   . 

 Ta giả thiết thêm: 

 1 , ( , )mu x M const x       

 Khi đó số hạng cuối cùng ở (1.1) là một vô cùng bé khi 0h   và công 

thức Taylor (2.3) viết gọn hơn: 

  
         

     

2

' '' ...
2!

( )
!

m

m m

h
u x h u x hu x u x

h
u x o h

m

    

 

  (1.2) 

Nhận xét: Về mặt ý nghĩa toán học tính toán thì công thức Taylor, giá 

trị của hàm số tại điểm x h  sẽ được tính qua các giá trị hàm và đạo hàm 

các cấp tại điểm x . Nếu chúng ta giữ đến số hạng chứa đạo hàm cấp m thì kết 

quả tính toán sẽ đảm bảo sai số xấp xỉ một đại lượng vô cùng bé là ( )mo h .  

B/ Trường hợp hàm 2 biến số  

Giả sử  ,u x y  là một hàm số xác định và có các đạo hàm riêng theo các 

biến đến cấp 1m  trong một miền 2R   chứa các điểm ( , )x y  và 
( , )x h y k  , trong đó ,h k là các đại lượng đủ nhỏ có thể dương hay âm. Khi 

đó tương tự như hàm 1 biến số, chúng ta có công thức khai triển Taylor như sau 

  

   
2 2 2

2 2

2 2

, ,

1
[ 2 ] ... ( )

2!
m m

u u
u x h y k u x y h k

x y
u u u

h hk k o h k
x x y y

 
     

 
  

    
   

 (1.3) 

Nhận xét: Về mặt ý nghĩa toán học tính toán thì công thức Taylor, giá trị 

của hàm số tại điểm ( , )x h y k   sẽ được tính qua các giá trị hàm và các 
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đạo hàm riêng các cấp tại điểm ( , )x y . Nếu chúng ta giữ đến số hạng chứa các 

đạo hàm cấp m thì kết quả tính toán sẽ đảm bảo sai số xấp xỉ một đại lượng vô 

cùng bé là ( )mo h . Sau đây luận văn sẽ đưa ra một số kết quả khi xây dựng các 

phương pháp sai phân dựa trên công thức Taylor. 

1.3 Các phương pháp sai phân và đạo hàm 

A/ Trường hợp 1 chiều 

 Phát biểu bài toán 

Cho khoảng  Xx ,0 . Tìm hàm  xuu   xác định tại  Xx ,0  và thỏa mãn: 

     Xxxuxfu  0
' ,     (1.4) 

      0xu       (1.5) 

Trong đó  uxf ,  là một hàm số cho trước và   là một số cho trước 

 Giả sử bài toán  (1.4), (1.5) có nghiệm  xuu   đủ trơn, nghĩa là nó có 

đạo hàm liên tục đến cấp mà ta cần. 

 Lưới sai phân  

 Ta chia đoạn  Xx ,0  thành N  đoạn con bằng nhau, mỗi đoạn con dài 

  Nabh  bởi các điểm 
0

( 0.. ),
i i

x i N x x ih   . Tập các điểm 
i

x  gọi 

là một lưới sai phân trên  Xx ,0 , ký hiệu là 
h

 , mỗi điểm 
i

x  gọi là một nút 

của lưới, h gọi là bước của lưới. 

 Hàm lưới 

 Đó là những hàm số xác định tại các nút của lưới 
h

 . Một số hàm  xu  

xác định tại mọi  bax ,  sẽ tạo ra hàm lưới u  có giá trị tại nút ix  là 

 ii xuu  . 
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 Đạo hàm lưới 

 Xuất phát từ công thức Taylor trong trường hợp 1 biến số, chúng ta sẽ 

có các công thức tính xấp xỉ đạo hàm lưới với độ chính xác cấp 1 như sau: 

 Công thức đạo hàm tiến:  ' 1 ( )
i

i i

x

u u
u o h

h



   

 Công thức đạo hàm lùi  ' 1 ( )
i

i i

x

u u
u o h

h



   

 Công thức đạo hàm cấp hai: '' 2

1 12

1
( 2 ) ( )

i i i i
u u u u o h

h  
     

 Ta sẽ thấy rằng khi h bé thì đạo hàm lưới “xấp xỉ” được đạo hàm 

thường. 

 B/ Trường hợp 2 chiều 

 Lưới sai phân 

 Xét bài toán     

, ,

, .

u f x

u g x



  
 

         (1.6) 

trong đó  2 ,( , ) , ,x y R a x b c y d       chọn 2 số nguyên N > 1 và 

1M  , đặt h = (b - a)/N gọi là bước lưới theo x, k = (d - c)/M gọi là bước 

lưới theo y. Đặt , , 0... , 0... .
i j

x a ih y c jk i N j M       Mỗi điểm 

( , )i jx y  gọi là một nút lưới ký hiệu là nút ( , );i j  tập tất cả các nút trong ký 

hiệu là ;
hk

  nút ở trên biên   gọi là nút biên; tập tất cả các nút biên ký hiệu 

là hk , tập =
hk hk hk

     gọi là một lưới sai phân trên  . 

 Hàm lưới:  
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Mỗi hàm số xác định tại các nút của lưới gọi là một hàm lưới, giá trị 

của hàm lưới u(x,y) tại nút lưới ( , )i j  viết tắt là i , ju . Mỗi hàm i , ju  xác định tại 

mọi ),( yx  tạo ra hàm lưới u xác định bởi i , ju . 

 Bài toán sai phân:  

Sử dụng công thức Taylor trong trường hợp 2 biến số, chúng ta thu 

được các công thức tính gần đúng các giá trị đạo hàm tại các nút lưới ( , )i j  

như sau 

( , ) 1, ,

1
( ) ( )

i j i j i j

u
u u o h

x h 


  


 

( , ) , 1 ,

1
( ) ( )

i j i j i j

u
u u o h

y k 


  


 

2
1, , 1, 2

( , )2 2

2
( )i j i j i j

i j

u u uu
o h

x h
  

 


 

2
, 1 , , 1 2

( , )2 2

2
( )i j i j i j

i j

u u uu
o k

y k
  

 


 

Đặt 

 1, , 1, , 1 , , 1

2 2

2 2
i j i j i j i j i j i j

hk

u u u u u u
u

h k
   

   
           (1.7) 

Khi đó chứng tỏ:  

 2 2= ( )
kh
u u o h k     

Số hạng 2 2( )o h k  là một vô cùng bé bậc hai. Ta nói toán tử 
kh  xấp 

xỉ toán tử  , điều đó cho phép thay phương trình vi phân bằng phương trình 

sai phân:  

 hk ij ij i j i j hku f , f f ( x ,y ), ( x ,y )     

tức là:  


